Hatarozzuk meg az alabbi kéttamaszu tartd C keresztmetszetének lehajlasat és szogelfordulasat, ha g = 3 kN/m!

A megoldashoz a Castigliano-tételt fogjuk hasznalni. Ennek alkalmazasakor azonban a C pontbeli koncentralt erd, illetve
koncentralt forgatonyomaték szerint kell majd parcialisan derivalnunk. Mivel ott ilyenek nincsenek, ezért hozzaadunk a C
keresztmetszetben a rendszerhez egy Fo segéder6t és egy Mo segédnyomatékot, melyeket az utolso Iépésben fogunk nullava tenni.

Mivel a hajlitonyomaték additiv mennyiség, ezért kiilon-kiilon meghatarozva a g megoszl6 erérendszer, az Fo koncentralt erd
és az Mo koncentralt forgatonyomaték hajlitonyomatéki fliggvényét, ezek dsszege fogja adni a teljes szerkezet M(X) fliggvényét.

El6szor hatarozzuk meg az A és a B keresztmetszetbeli reakciderdket a nyomatéki tétel segitségével! Mivel a szerkezet
egyenstlyban van, ezért minden pontjaban az 6ssz-forgatonyomaték nulla.

Tekintsiik el6szor ugy a rendszert, mintha csak a q megoszl6 erérendszer hatna a tartora. A g egyenletes megoszl6 erérendszer
helyettesithetd a kozéppontjaban egy Q = 30 kN-os erdvel.
Ma=0=-5-Q+ 10-Fg =-5-30 + 10-Fs
10Fg = 150kN

Fes = 15kN

Mivel a fiigg6leges iranyu erok osszege 0, ezért
Fa+ Fs=Q=30kN

Fa=15kN

Ezt megkaphatjuk a B keresztmetszetre felirt nyomatéki tétel segitségével is:
Mg=0=5Q—-10-FA=5-30-10-Fa

A hajlitonyomaték a megoszld erdrendszer negativ ¢és a kényszereken hatdé (koncentralt) reakciderék pozitiv
hajlitonyomatékanak dsszege. A megoszlo erérendszerbdl szarmazo hajlitonyomaték-jarulék maximumat a C keresztmetszetnél
veszi fel, értéke itt

5 5_75
Mh,c,q = FA'E = FB'E = 7 kNm,
a koncentralt reakciderokbdl szarmazé hajlitonyomaték-jarulék szintén a C keresztmetszetnél maximalis, értéke.
Mhcr=5Fa=5-Fg=75kNm.

Egy koordinatarendszert felvéve a megoszlo er6rendszerbdl szarmazo és a  koncentralt reakcider6kbdl szarmazo
hajlitonyomaték-jarulék fiiggvény balrdl szamolva:
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Tekintsiik most ugy a rendszert, mintha csak az Fo koncentralt erd hatna a tartora. Ekkor a nyomatéki tétel segitségével a kényszereken fellépo reakcioerok:

Ma=0=-5-Fo+ 10-Fg

FB = %
Mivel a fiigg6leges iranyu erdk osszege 0, ezért
Fa+ Fs=Fo
Fa=22
AT

Ezt megkaphatjuk a B keresztmetszetre felirt nyomatéki tétel segitségével is:
Mg=0=5Fy—10-Fa
Ennek segitségével a C keresztmetszetbeli hajlitonyomaték (akar jobbrol, akar balr6l szamolva):
Mhc = +5-Fa = +5-Fg = 52
A hajlitonyomatéki abra linearis (a tartd két szabad végénél nulla értékkel), hiszen koncentralt erérél van szo.

Mivel az M(x) fiiggvénynek torése van a C keresztmetszetnél, a két szakasz egyenletét kiilon-kiilon kell meghatarozni. Jeloljiik
a bal oldali, A ponthoz kozelebbi részt Mi(x)-szel, a jobb oldali, B ponthoz kozelebbi részt Ma(x)-szel. Ugyanazt a

koordinatarendszert felvéve a két egyenes egyenlete
My(x) = (x+5) 2

Ma(x) = ~(x-5) 2
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Végiil tekintsiik tigy a rendszert, mintha csak az Mo koncentralt hajlitobnyomaték hatna a tartora. Ekkor a nyomatéki tétel segitségével a kényszereken fellép6 reakcioerdk:

Ma=0=Mp+ 10-Fg

- M,
Fe=- To
Mivel a fligg6leges iranyu erdk 0sszege 0, ezért
Fa+Fe=0
=M
Fa=To

Ezt megkaphatjuk a B keresztmetszetre felirt nyomatéki tétel segitségével is:
MB =0= Mo— 10'FA
Ennek segitségével a C keresztmetszetbeli hajlitonyomaték balrdl szamolva:

My _ M
Mpc =45 Fa=5—"=—

10 2
A C keresztmetszetbeli hajlitonyomaték jobbrol szamolva:
My

Mpc— =+5Fg= 5(_5) =_%

A hajlitobnyomatéki abra linearis. Ismét az eddig hasznalt koordinatarendszert felvéve a két egyenes egyenlete
Mi(x) = (x+5) 72

Ma(x) = (x-5) 2o
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Mindezek alapjan a harom hajlitonyomaték-komponens sszege kiilon az 1-es €s kiilon a 2-es szakaszra:
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Az M%(x) fiiggvény kiszamitasa: minden komponens négyzete plusz az egyes tagok paronként vett szorzatainak kétszerese:
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A W; belsé munkat az Mqi4(X) fiiggvény alatti teriiletként kapjuk, azaz a tartd bal széle és a C keresztmetszet kdzotti hatarozott integraljat kell kiszamitanunk (egy 1/21E
prefaktorral beszorozva, melyrdl feltessziik, hogy ismerjiik):
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A Castigliano-tételek alapjan a kérdéses keresztmetszet (jelen esetben a ,,C”) lehajlasa a W belsé munkanak az adott keresztmetszetben hat6 koncentralt er6 (jelen esetben a

Fo) szerinti parcialis derivaltja. Mivel Fo és Mo az eredeti feladatban nem szerepelt, csak mi adtuk hozza a rendszerhez ezen derivalas elvégezhetoségének érdekében, ezért
a derivalas utan ezek helyére nullat helyettesitiink.
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Hasonloan végigszamolva a masik tartorészre:
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A C keresztmetszet lehajlasat és szogelfordulasat a két fél tartobol szamolt f és ¢ értékek dsszegeként kapjuk:
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Nem meglepd, hogy fi = f2, hiszen a C keresztmetszet pont a tarté szimmetriatengelyében helyezkedik el, ezért a két oldalnak ugyanakkora jarulékot kell adnia a lehajlasahoz.
Szintén érthetd, hogy a g1 = —¢, eredménynek kellett kijonnie: a tartd k6zépsé, szimmetriatengelyére esé keresztmetszetére ki kell jonnie, hogy ¢ =0, hiszen ez az a
keresztmetszet, melyrdl intuitiven is latjuk, hogy az egyenletesen megoszlo terhelés hatasara vizszintes lesz, nem fordul el, csak lehajlik.



