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Kor egyenlete:

(x+a)*+(y+b)*=r’

Ha a>0 és b>0: lasd az abrat —

Ha a<0 vagy b<0, pozitiv irdnyba van a
kor kozéppontja eltolva az adott tengely
mentén.
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Feltételes valosziniiség:
Van két esemény: ,,A” és ,,B”. ,,A” val6sziniisége ,,.B” feltétel mellett
(jelolése: P(AIB) ) azt jelenti, hogy ha a ,B” esemény biztosan
bekovetkezik, akkor mekkora az , A” esemény bekovetkezésének
valészinlisége? Azaz csak azokkal az eseménypdrokkal foglalkozunk,
melyeknél a ,B” esemény megtorténik és ekkor mennyi annak a
valdszinlisége, hogy az ,,A” esemény is megtorténik. Més szavakkal:
mennyi a valészinlisége, hogy ,,A” igaz, ha ,,B” igaz?

1. példa
Egy iizletben haromféle méretli ruha kaphato: S, M, L. Ezek megoszlasa:

S: 30%, M: 44%, L: 26%.
A ruhdkat kivansagra méretre igazitjak. Statisztikai adatokbdl ismeretes, hogy
egyes méretekbdl az alakra igazitas valoszintisége rendre: 20%; 10% és 15%.

B1, By, Bz és A események: B;=S, B,=M, B3=L, A= igazitdsra szorul

Tudjuk:
P(B1)=0,3; P(B2)=0,44; P(B3)=0,3; P(A|B1)=0,2; P(A|B2)=0,1; P(A|B3)=0,2

Mennyi a valoszinlisége, hogy egy eladott ruhat igazitani kell?

Teljes valoszinliség tétele:
P(A) = P(A|B1)*P(B1) + P(A|B2)*P(By)+...
P(A) = 0,2*%0,3+0,1*0,44+0,26*0,15 = 0,143

Egy eladott ruha igazitdsra szorul. Mi a valdszinlisége, hogy az S-es
méretbol valo?

Bayes-tétel:
P(B1JA)= P(A|B,)*P(B,) _ 0,2%0,3

= 0,419
P(A) 0143




2. pé¢lda
A X. keriiletben a csaladok 36%-anak van kutyéja és 30%-anak van macskéja.

Azon csaladok koziil, akiknek kutyajuk van, 22%-nak macskéja is van.
Tudjuk:

P(K) = 0,36; P(M) =0,3; P(M|K) = 0,22

A csaladok hany szazalékanak van kutyaja ES macskéja is?

Azaz a kérdés a KM esemény valosziniisége, vagyis P(KM).

P(KM) = P(M|K)*P(K) = 0,22*0,36 = 0,0792.

Természetesen ez megegyezik a P(KM)*P(M) valoésziniiséggel, de a
P(K|M) értéket (még) nem ismerjiik.

Azon csaladok koziil, akiknek macskdjuk van, hany szazaléknak van
kutyaja 1S?

Most a kérdés P(K|M), ami pedig a feltételes valoszinliség definicidja szerint

*
P(KIM) = P(MK) _ P(KM) _ P(M| K)P(K) _ 022*0,36 - 0.264.
P(M) P(M) P(M) 0,3
Ellendrizziik le az elozo allitast, miszerint

P(KM) = P(M|K)*P(K) = P(K|M)*P(M) !
P(M|K)*P(K)-t kiszamoltuk, hogy 0,0792.
P(KIM)*P(M) = 0,264*0,3 = 0,0792, vagyis az el6z6 megallapitasunk igaz volt.

3. példa
A hallgatok 30%-a A csoportot, 45%-a B csoportot, a tobbiek pedig C

csoportot irnak a vizsgan. Az A csoportot irok 60%-a, a B csoportot irok
80%-a, a C csoportot irok 25%-a lany.

Tudjuk:

P(A) =0,3; P(B) = 0,45; P(C) =0,25; P(L|A) = 0,6; P(L|B) = 0,8; P(L|C) = 0,25.
Mennyi annak a valosziniisége, hogy egy tetszélegesen kivalasztott
hallgato6 lany?

Teljes valdsziniiség tétele:

P(L) = P(LIA)P(A) + P(L|B)P(B) + P(LIC)P(C)
=0,3*0,6 + 0,45*0,8 + 0,25*0,25 = 0,6025



Mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy tetszélegesen kivalasztott
hallgat6 C csoportot ir, feltéve, hogy lany?

Bayes-tétel:
*
p(ciL) = PO _ 0:25*0.25

=0,1037
P(L)  0,6025

Virhato érték:
Az egyes események valoszinliségét beszorozzuk a valdszinliségi valtozo
hozzajuk rendelt értékével és ezeket 6sszeadjuk.

4. példa
Tételezziik fel, hogy az 6tds lotton a kettes, harmas, négyes és 6tos talalat

rendre 1750, 6500, 725000 és 2000000000 Ft nyereményt fizet. 225 Ft-
0s szelvényenkénti arral szdmolva, egy szelvénnyel fogadva mennyi a

nyereségiink varhato értéke?
(BJ(SSJ
[ j =0,23; =0,00225;
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A nyeremény varhato értéke:
Po*0 + P1*0 + P;*1750 + P5*6500 + P4*725000 + Ps*2*10° = 97,127

Az egyes talalatok valdsziniisége:

Jols) o o o))

=8,12*10"; P,= =2,275*10°

A nyereség varhato értéke: 97,127 — 225 =-127,87 Ft



5. példa
Andras ¢és Béla a kovetkezOt jatsszak. Mindketten feldobnak egy

dobokockat, majd Andras annyi forintot kap Bélatol, amennyi a két kockan
1év6 pontok kiilonbségének a négyzete, Béla pedig annyit kap Andrastol,
amennyi a két kockan 1év6 pontok dsszege. Melyikiiknek kedvez a jaték?

Nézziik meg el6szor Andras szemszogébdl a jatékot: legyen § a két kockan
levé pontok kiilonbségének négyzete. Ez azonos pontérték esetén 0.

[T J@ 1=, (3-2)%=1, (5-3)%=4,
(3-1)%=4, (4-2)%=4, (6-3)%=9,
(4-1)>=9, (5-2)>=9, (5-4y=1,
(5-1)°=16, (6-2)%=16, (6-4)=4 és
(6-1)?=25, (4-3)%=1, (6-5)°=1.

Mivel egy kockaval egy adott szam kidobasanak valdsziniisége 1/6, ezért
minden elemi esemény valosziniisége 1/6*1/6 =1/36. A fenti értékek
természetesen gy is kijohetnek, ha a két kockat felcseréljiik, vagyis a két
szamérték kiilonbségének négyzete nem csak a fenti 5 esetben lehet ,,17,
hanem 10 esetben, ezért valoszinlisége 10/36. Hasonldéan ,4” is 8-
féleképpen johet ki, ,,9” 6-féleképpen, ,,16” 4-féleképpen és ,,25” 2-
féleképpen, valoszinliségiik 8/36, 6/36, 4/36 ¢és 2/36.

Az egyes szamértékeket a valdszinliségiikkel beszorozva és a szorzatokat
Osszeadva kapjuk meg a varhato értéket:
1*10/36 + 4*8/36 + 9*6/36 + 16*4/36 + 25*2/36 = 210/36 = 5,83

Nézziik most Béla szemszogébdl a jatékot: legyen n a két kockan 1évo
pontok Osszege.
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Amikor a két kockan kiilonb6z6 szam van, az forditott sorrendben is
kijohet, vagyis a valosziniiséget 2-vel szorozni kell, de a szimmetrikus
elrendezddés csak egyféleképpen.

Mivel szintén 1/36 az egyes eredmények valdszinlisége, ismét 1/36-dal
szorozva kell az értékeket 6sszeadni.
2*(3+4+5+6+7+5+6+7+8+7+8+9+9+10+11)/36 + (2+4+6+8+10+12)/36=
=252/36 =7

Tehat hossza tivon Béla jobban jar.

Normalis eloszlas

Az F(x) eloszlasfiiggvény adott t helyen felvett F(t) értéke annak a
valosziniségét adja meg, hogy mekkora valdszinliséggel vesz fel a
valdszinliségi valtozo t-nél kisebb értéket.

Hasonloan az f(x) strliségfliggvénynek, mely F(x) derivaltja, a —oo-t6l t-ig
vett hatdrozott integralja is annak a valoszinliségét adja meg, hogy mekkora
valoszintiséggel vesz fel a valoszinliségi valtozo t-nél kisebb értéket.

Ha pl. egy p vérhato értékii és o szordsu normalis eloszlasu valoszinliségi
valtozo esetén azt akarjuk tudni, hogy mekkora valosziniiséggel vesz fel a
valoszinliségi valtozo adott t értéknél nagyobb értéket, akkor az 1-F(t)
érték adja ezt meg.

F(x) értékének meghatarozdsdhoz érdemes attérni a p=0 varhato értékii,
o=1 szoérast @ standard normdalis eloszlasfiiggvényre, melynek adatai
tablazatolva elérhetdk.

F(t)=0 (t_—“j .
(o}
D(-1)=1-D(t)

6. példa
Egy automata gép altal gyartott alkatrészek atmérdje normalis eloszlasu

valoszinliségi valtozo, varhatd értéke 8 mm, szérdsa 0,1 mm. Az alkatrész
nem alkalmazhato, ha atmérdje a varhato értékétdl 4%-kal eltér. Mekkora a
hibas alkatrészgyartas valdszintisége?

A & normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo jelentse az atmérét. EKkor a
varhato érték n=8, a szoéras 6=0,1, és a 4%-os eltérés: 0,04*8=0,32. Ezekkel
az adatokkal P(|E-8[>0,32) = 1-P(7,68<£<8,32) = 1-(F(8,32)-F(7,68)) =

1-(d((8,32-8)/0,1)-d((7,68-8)/0,1)) = 1-+(D(3,2)-D(-3,2))
1-®(3,2)+D(-3,2) = 1-®(3,2)+1-D(3,2)) = 2-2d(3,2) = 0,00138 = 0,138%



7. példa
Statisztikai adatokbol megallapitottak, hogy a 17 éves filk magassaga

centiméterekben mérve normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd, melynek
varhato értéke 172 cm, szérasa 6 cm.

Mennyi annak a valoszinlsége, hogy egy kivalasztott fii 180 cm-nél
magasabb (vagy pont annyi)?

Tudjuk: p =172, o = 6; és legyen & a valdszinliségi valtozo.
Annak a valosziniisége, hogy 180 cm-nél alacsonyabb (ezt tudjuk
egyszerlien meghatdrozni az F(x) fliggvénybdl):

P(£<180) = F(180) = @(%j = d(1,33) = 0,9082

Ha valaki nem alacsonyabb 180 cm-nél, akkor magasabb (vagy pont
annyi), azaz
P(&>180) = 1 — P(&<180) = 1 - 10,9082 = 0,0918 = 9,18%

8. példa
A kompakt fénycsovek élettartama normalis eloszlast, 10 000 o6ra véarhatod

értekkel és 2500 ora szorassal. Mennyi a valosziniisége, hogy egy Gjjonnan
vasarolt égb egy éven belill ég ki, ha folyamatosan fel van kapcsolva?

Tudjuk: p = 10000, 6 = 2500; és legyen & a valdszinliségi valtozo.

P(£<365%24) = F(8760) = @[WJ: d(-0,496) = 1 — d(0,496) =

=1-0,6915 =0,3085 = 30,85%



Csebisev-eqgyenlétlenség

Legyen & tetszdleges valoszinliségi valtozo M(E) varhato értékkel és D(E)
szorassal. Ekkor minden >0 szamra igaz, hogy

D(e)’ PP -
P(E —M(E)| = ¢) < (—%), azaz a varhat6 értéktdl e-nal nagyobb értékkel
€
valo eltérés valoszinlisége kisebb, mint a szoras ¢€és az ¢ eltérés
hanyadosanak a négyzete.

9. példa
Egy ujsagérus oranként atlagosan 64 ujsagot ad el, 8-as szorassal.

Legfeljebb mennyi annak valésziniisége, hogy egy oraban 200-nal tobb
ujsagot ad el?

Legyen & valoszinliségi valtozoé az eladott
Ujsadgok szamal!

Tudjuk: M(§) = 64, D(§) = 8; £ =200 — 64 = 136 /I/
82

P(| — 64| > 136) < 1367 =0,00346 i i

Bar ez egy korrekt felsd becslés, ebben benne van a ,—136 darabnal

kevesebb” eladott Ujsag is, vagyis kettdvel leosztva az eredményt realisabb
fels6 becslést kapunk: 0,173%.

Mennyi annak valdszintisége, hogy egy ordban tobb mint 50, de kevesebb
mint 78 0jsagot ad el?

Tudjuk: M(€) = 64, D(€) = 8; £ = 64-50 = 64-78 = 14
P(E - 64| < 14) =1 — P(E - 172| > 14)

P(IE — 64| > 14) < %= 0,33

1-P(&— 64| > 14) = 0,67 = 67%



